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I. INLEIDING 
Het nut van een produkt hangt vaak af  van een bepelkt aantal kri- 
tieke attributen. Ideale waarden voor deze attributen bestaan meest- 
al niet omdat ze afl~angen  van gebruiker tot gebruiker. Zo hebben 
klanten bij de keuze van een wagen verschillende voorkeuren i.v.m. 
de attributen vemzogerz varz de motor; kofferinlzo~~d  e11  remsysteenz. Ko- 
pers van ijskasten verschillen m.b.t. het attribuut znhoud, kopers van 
schroeven m.b.t. het aar?tal  schroeveiz in de verpakking en kopers van 
kledingstukken zoeken naar de  j~liste  nzaal. 
De cornbinatie van waarden die de verschillende attributen van 
een produkt hebben, wordt verder aangeduid als de mast van het pro- 
dukt. Indien het produkt gekenmerkt wordt door 66n attribuut, dan 
is de maat de waarde van dit attribuut en is de maat 66ndimensio- 
neel. Indien de maat een combinatie van waarden van meerdere at- 
tributen betreft, dan is de maat meerdimensioneel.  Afhankelijkvan 
de omstandigheden en het tijdstip van verwerving kan eenzelfde ge- 
bruiker behoefte hebben aan verschillende maten van een produkt. 
Indien een bedrijf bijvoorbeeld dozen gebruikt als verpakkingsmate- 
riaal, dan heeft men op dag 1  dozen nodig met inhoudx, of, meer spe- 
cifiek, dozen met afmetingen 1, x b,  x h,,  tenvijl op dag 2 dozen nodig 
zijn met inhoudx, of afmetingen 1,x  b,x  h,.  Voor de gebruiker van de 
dozen is het kritieke attribuut de inhoud van de dozen en deze ge- 
wenste inhoud kan varieren. 
De begrippen gebrz~iker  en anrzbuz~t  moeten in de ruimste bete- 
kenis geinterpreteerd worden. De gebruiker kan een gewone consu- 
Departcment Toegepnste Econonl~sche  Wetenschappen, K U Leuven ment zijn maar kan ook het bedrijf zijn dat bijvoorbeeld metalen pla- 
ten produceert met verschillende lengte, breedte en dikte (= attribu- 
ten) en deze platen verder venverkt in een produktieproces. In dit laat- 
ste geval is hetzelfde bedrijf zowel producent als gebruiker. 
Geconfrontreerd met de vraag naar een groot aantal verschil- 
lende maten van een produkt, zal een producent niet noodzakelijk elk 
van deze maten aanbieden maar zich beperken tot een aantal stan- 
daardmaten. De redenen hiervoor liggen voor de hand: het vermij- 
den van te hoge produktiekosten, omsteltijden, ontwerpkosten, voor- 
raadkosten, een te logge voorraadadministratie, enz. Een gevolg hier- 
van is dat de gebruiker beperkt wordt in zijn keuze en wellicht niet 
zijn ideale maat in het aanbod terugvindt. Mij kan hierop reageren 
door het produkt af te  wijzen of door zich aan te passen en zijn keuze 
te maken uit de aangeboden standaardmaten. In dit !aa.tste geval za! 
in de hieronder beschreven modellen rekening gehouden worden met 
een substit~ltiekost,  die zowel geldt voor de producent als voor de ge- 
bruiker maar verschillend kan zijn voor beiden. Zo zal voor de pro- 
ducent de substitutiekost vaak Sestaan uit een verlies aan goodwill; 
voor de gebruiker neemt deze kost diverse vormen aan: materiaal- 
verlies omdat een te grote standaardmaat moet wordenversneden tot 
de gewenste afmeting(en), ongemakken bij het niet perfekt passen van 
een kledingstuk, enz. 
Meestal zal de producent beslissen welke standaardmaten wor- 
den aangeboden, soms echter kiest de gebruiker de standaardmaten. 
Onderstel bijvoorbeeld dat in het hoger aangehaalde voorbeeld van 
de verpakkingsdozen de gebruiker tientallen of honderden verschil- 
lende afmetingen van dozen nodig heeft. In plaats van dit groot aan- 
tal verschillende afmetingen aan te kopen, wordt een beperkt aantal 
standaardmaten in grote hoeveelheden besteld en wordt eventueel een 
iets grotere doos gebruikt indien de gepaste maat niet voorhanden is. 
Dit brengt overtollige kosten mee (overbodig karton, te grote dozen) 
maar deze extra-kosten wegen wellicht niet op tegen de  voordelen als 
gevolg van verminderde voorraadkosten en vereeiavoudiging van voor- 
raadverhandeling en administratie, eventueel kortingen bij de aan- 
koop van grote hoeveelheden met dezelfde afmetingen, enz. 
Met assortinzentsprobleern behandelt de keuze van de standaard- 
maten door de producent of de gebruiker waarbij (venvachte) kosten 
worden geminimaliseerd of (venvachte) opbrengsten worden gemaxi- 
maliseerd. Deze keuze impliceert uiteraard ook het bepalen van het 
aantal standaardmaten die zullen worden aangeboden of  gebruikt. Het probleem kan deterministisch of stochastisch worden opge- 
vat: in het eerste geval wordt de vraag naar de verschillende (ideale) 
maten gekend verondersteld tenvijl in het stochastische geval hier- 
voor slechts een kansverdeling beschikbaar is. In beide gevallen kun- 
nen de ideale maten continu of  discreet in een interval gespreid lig- 
gen. Bovendien kan het probleem als een kenperiode of een meerpe- 
rioden probleem worden gesteld. In het Unperiode probleem wordt 
een assortiment van standaardmaten gekozen in het licht van een een- 
malige gekende of  stochastische vraag. Bij een stochastische vraag is 
er het bijkomende probleem dat er eventueel niet gebruikte produk- 
ten zijn die extra kosten opleveren. Bij het meerperioden probleem 
kan dit worden opgevangen door voorraadvorming expliciet in het mo- 
del op te nemen. 
Uit bovenstaande beschouwingen en de voorbeelden hoger aan- 
gehaald, zal duidelijk zijn dat kin allesomvattend model voor het as- 
sortimentsprobleem niet bestaat. In elke concrete situatie zal moe- 
ten onderzocht worden welke modelformulering het meest geschikt 
is. Hieronder zal vooral het deterministische k6n- en tweedimensio- 
neel probleem over kin periode aan bod komen. Dit omvat concrete 
problemen waarbij bijvoorbeeld een producent via een orderboek de 
bestellingen kent of waarbij een gebruiker de door hem vereiste ma- 
ten vrij nauwkeurig kan inschatten. 
Tenslotte wordt opgemerkt dat in een aantal praktische situaties 
het assortimentsprobleem niet 10s kan behandeld worden van het be- 
ter gekende versnijdingsprobleem. Bij de keuze van glazen, metalen 
of kartonnen standaardplaten is het namelijk vaak mogelijk om een 
standaardplaat niet enkel te gebruiken voor 66n (kleinere) gevraag- 
de dimensie maar ook een stal~daardplaat  te versnijden tot meerdere 
kleinere gevraagde afmetingen. Het is duidelijk dat in dergelijke ge- 
vallen de  keuze van het assortiment standaardplaten afhankelijk is van 
de mogelijke versnijdingspatronen. Het a1 complexe probleem van de 
keuze van de standaardmaten wordt hierdoor nog aanzienlijk inge- 
wikkelder en er zal in deze bijdrage verder geen aandacht aan be- 
steed worden. IT.  HET DETERMINISTISCH EENDIMENSTONEEL 
PROBLEEM 
De lneest eenvoudige vorrn van het assortirnentsprobleem wordt be- 
kolnen indien slechts een attribuut van het produkt van belang is. Stel 
dat de maten X,, s  ,...,  X,  nodig zijn met vraag g,, g,  ...,g,  Er wordt 
verondersteld dat het attribuut minstens ordinaal ~neetbaar  is zodat 
waarbij < staat voor de ordinale relatie tussen de maten. De relatie 
X,.,  <X,  kan betekenen dat 
-X,  een grotere lengte heeft dan  X,., 
-X,  meer eenheden bevat dan  X,., 
-X,  van betere kwaliteit is danx  ,.,... 
Voorlopig wordt verondersteld dat het narltnl te selecteren stan- 
daardmaten rz  gekend is en de waarden van de standaardlnaten S,, 
S,  ..., S,, niet gekend zijn. Indien bijvoorbeeld enkel substitutiekosten 
in rekening worden gebracht voor de bepaling van de  S, i = l...  n dan 
is een eerste modelformulering mogelijkvia geheeltallige lineaire pro- 
grammering. Volgende notatie wordt hierbij gebruikt:  (X,, s,)  = de 
substitutiekost indien een gevraagde eenheid van maat X,  door stan- 
daardmaat S,  wordt voldaan. Deze kost kan zeer groot gesteld wor- 
den indien standaardmaat S,  niet kan gebruikt worden voor de vraag 
naar maat X,  (i = l...  8  j  = l...  12). 
Indien de veronderstelling wordt gemaakt dat de keuze van de  rz 
standaardmaten beperkt wordt tot een keuze uit de gevraagde ma- 
ten, dan volstaan volgende variabelen: 
p,:  binaire variabelen: 
= 1  indien X,  opgenomen wordt als standaardmaat 
= 0 indien niet 
a,,: binaire variabelen: 
= 1  indien de vraag g, voldaan wordt via lnaat sj 
= 0 indien niet Het geheeltallig lineair programmeringsprobleem ziet er dan uit 
als volgt: 
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met  Ca,,=l  ~=I,z..w  (2) 
De doelfunctie (1) minimaliseert de totale substitutiekost waarbij 
cp(.xi,.xj)gi de kost is verbonden aan het voldoen van de  vraag naar maat 
xi  via maat .xr  De gelijkheden in (2) drukken uit dat aan elke vraag 
moet voldaan worden en de ongelijkheden in (3) geven aan dat de 
vraag naar maatx, slechts via maat  .xj kan voldaan worden indienx, als 
standaardmaat  wordt gekozen. Tenslotte drukt ongelijkheid (4) uit dat 
maximaal n verschillende standaardmaten kunnen geselecteerd wor- 
den. 
Merk op dat bij deze formulering de ordinale relatie tussen de 
maten niet nodig is. Bij verdere formuleringen zal deze onderstelling 
echter we1 nodig zijn. 
Het bovenstaand model is hetp-rnedinnrzprobleern dat in de lite- 
ratuur terug te vinden is in een hele waaier van toepassingen. De for- 
mulering is de zogenaamde sterke vorm van hetp-mediaan probleem. 
De beperkingen (3) kunnen vervangen worden door de equivalente 
beperkingen 
waarin M een groot getal is. De formulering waarin de N'  -0ngelijk- 
heden uit (3) worden vervangen door de  N ongelijkheden uit (6) wordt 
de zwakke vorm van hetp-mediaan probleem genoemd. Welke vorm ook gebruikt wordt, het oplossen van geheeltallige li- 
neaire optimizatieproblemen is tijdrovend en wordt zelfs onmogelijk 
indien het aantal binaire variabelen te groot is. 
Door de binaire beperkingen (5)  te vervangen door 0  I  a, I 1  en 
0  I  j3,  < 1 wordt een zuiver lineair programmeringsprobleem  beko- 
men, de LP-relaxatie genoemd. Het is gebleken uit experimenten dat 
de oplossing van de LP-relaxatie van de sterke vorm van hetp-medi- 
aan probleem vaak automatisch binair is, vooral bij toepassingen van 
het assortimentsprobleem. De LP-relaxatie van de zwakke vorm zal 
vaak fractionele waarden voor de variabelen opleveren en is dus min- 
der geschikt. 
Welke vorm ook gebruikt wordt, bovenstaande modellen heb- 
ben als nadeel dat het aantal binaire variabelen kwadratisch is in N, 
nl N2 + N. en dus snel toeneemt met de waarde van N. 
Voorbeeld: stel dat volgende informatie over de vraag gegeven is 
waarbij het attribuut de lengte van de staven voorstelt: 
De substitutiekost is van de vorm 
y(xi>xj) =  xj  -2;  voor  j  2  i 
=  +m  voor  j  < i 
d.w.z. dat een kleinere lengte slechts uit een grotere lengte kan beko- 
men worden en dat de substitutiekost het verschil in lengte is. De on- 
eindig grote substitutiekosten kunnen in het model best ingebracht 
worden door de corresponderende variabelen a, uit het model weg 
te laten. De LP-relaxatie van de sterke vorm geeft voor elke n van 1 
tot 10 een oplossing die binair is. De resultaten worden weergegeven 
in Tabel 1. TABEL 1 
LP-l.ela~atie  i~a~l  de sterke i1orm 
Indien de LP-reiaxatie van de zwakke vorm wordt opgeiost met M = 
10 en bijvoorbeeld n = 3 wordt als oplossing bekornen: 
aile aii = 0 behalve a,, = 1,  i = l... 10 en P,  = 0.1, j=l  ...  10 
Het gebruik van een softwarepakket voor geheeltallige iineaire 
programrnatie, LINDO in dit geval, heeft reeds 343 vertakkingen no- 
dig bij de vertak- en begrensmethode voor het oplossen van de zwak- 
ke modellering. De zwakke vorm is daarom voor iets grotere proble- 
men totaal onbruikbaar. 
Indien de substitutiekost cp (x,x,)  nader wordt gespecifieerd, ko- 
men eventueel meer efficiente oplossingsprocedures in aanmerking. 
Een veel voorkornend geval is dat waarbij, als S, ,  <X,  5 S,,  de vraag  X, 
voldaan wordt via S,  (de onmiddelijke grotere maat, betere kwaliteit, 
enz.) met substitutiekost cp  (x,,~,).  In dit geval is een formulering via 
dynamische programmering zeer efficient. 
Stel k  (X,.,)  = 2  cp  (x,,xj)g,  voor i i  j, d.w.z. dat k(x,x,)  de substitu- 
l=i 
tiekost is voor het voldoen van de maten X, ,xi+,,...xj via standaard- 
maat X,.  Noteer met QZ(xi)  de minimale substitutiekost voor het vol- 
doen van de vraag naar de maten x,~,,,  ...  X,  indien hiervoor z stan- 
daardmaten kunnen gebruikt worden. 
Er geldt voor elke i=  1...N  en z = 2,3  ...  11: waarbij  R(x;) = {X;,  x;+I,.  . .  XN) en ~Z(XN+I)  = 3. 
Indien maar 66n standaardmaat mag gekozen wol-den dan moet 
dit noodzakelijkerwijs X,, zijn zodat voor z = 1 eenvoudig geldt dat: 
al(xi) = k(xi,  xN)  voor elke  X;.  (8) 
Vervolgens kan (7) gebruikt worden om QZ(x,)  te berekenen voor z 
= 2,3  ...  17.  De minimale kost om aan de volledige vraag te voldoen 
m.b.v.  iz standaardmaten  wordt dan gegeven door Q,,(x,). Bernerk dat 
op deze manier zeer snel de minimale substitutiekost kan berekend 
worden voor verschillende waarden van rz. Het is dan eenvoudig even- 
tuele andere kosten, die veelal afhankelijk zijn van 17,  toe te voegen 
aan @,,(X,)  om zo de optimale waarde voor 17  te bepalen. 
Indien lz  niet a priori wordt vastgelegd en elke bijkomende stan- 
daardmaat een vaste kost c met zich mee brengt, dan is eel1 efficien- 
tere formulering mogelijk. Stel @(X,)  de minimale substitutie- en vas- 
te kost voor het voldoen van de vraag naar de matenx,~,,,  ...  X,.  Dan 
geldt voor elke i = 1,2  ...,  N - 1: 
met @(XN+~) = 0  terwijl voor  i = :"V  geldt 
Alle  @(X,) kunnen  vervolgens  recursief  berekend  worden  via 
i=N-1,N-2  ...  2,l. 
De eerste toepassingell van dynamische programmering voor het 
deterministisch eendimensioneel probleem gaan ver terug, zie bij- 
voorbeeld Sadowski (1959), Frank (1965) en Wolfson (1965). 
Vool-beeld: De vraag naar de afmetingen (x,,x ,...  X,,)  = (1,2  ...  40) 
wordt lukraak gegenereerd tussen 0 en 100. Deze vraag wordt weer- 
gegeven in Figuur 1. FIGUUR 1 
Vrncrg ~znar  de rnilfeil 1...40 
Tabel2 geeft de resultaten voor verschillende waarden van 11  en de 2 
volgende substitutiekostfuncties: 
~~(xi>xj)  =  xj  -X;  voor  j  2  i 
=  +m  voor  j  < i 
p2(xi.  xj)  =  (xj  -  X;)  voor  j > i 
=  +m  voor  j  < i 
De resultaten werden bekomen via een pascal-programma dat 
in quasi geen tijd de oplossing berekent. In tegenstelling tot dep  -me- 
diaan formulering kunnen met deze benadering grote problemen op- 
gelost worden. Zoals hoger aangegeveil werd, is er wel een beperking 
op de aard van de substitutiekost. B.  Continue vmng 
De  discrete vraag uit vorige paragraaf wordt hier vervangen door een 
continue  vraag tussen twee grenzenx, enx,,.  Een functie f (X) met f (X) 
P 0 en 5:. f (x)dx = 1  wordt ondersteld gekend te zijn. De proportie 
van de totale vraag gelegen tussen afmetingen X,  en  X,  met X,  >  X,  is 
dan gelijk aan  f(x)dx. Deze continue vraag heeft slechts zin in- 
dien het attribuut kan gemeten worden op een intervalschaal. 
Analoog als in het geval van de discrete vraag wordt ook hier ge- 
zocht naar een aantal standaardmaten  S, I  S,  I ... I  S,, zodanig dat de 
kosten ge~ninimaliseerd  worden (eventueel opbrengsten gemaxima- 
liseerd). Hndien de volledige vraag moet voldaan worden, moet S,,  = 
X,,.  Dit houdt in dat een aantal welgekende functies zoals de normale, 
gamma en lognor~nale  dichtheidsfuncties niet direkt bruikbaar zijn 
voor f  (X)  ver~nits  ze geen eindige bovengrens hebben. Een nuttige ver- 
deling is bijvoorbeeld  de beta-verdeling die veel verschillende vor- 
men tussen willekeurige grenzen X,  en X,,  kan aannelnen naargelang 
de keuze van de parameters. 
Hoewel meer uitvoerige ~nodellen  kunnen beschouwd worden, 
zal hier enkel de substitutiekost geminimaliseerd worden. Veronder- 
stel dat een vraag naar maat x met S,_, < x 5 S, voldaan wordt door S, 
met een substitutiekost van de volgende vorm: De gemiddelde substitutiekost per gevraagde eenheid is dan 
waarin S,  = X,  en  S,,  = X,,.  De standaardmaten s,,s  ,...  S,,  ,  moeten zo- 
danig gekozen worden dat GSK minimaal is. Wiskundig leidt dit tot 
een continu optimizatieprobleem van de vorm 
met  S,  = L, 
Een mogelijke benadering om dit probleem op te lossen bestaat erin 
de beperkingen (14) te negeren en de afgeleiden van (12) m.b.t. de 
variabelen s,,s,  ...  S,,.,  gelijk te stellen aan nul. Dit leidt tot een stelsel 
van n-l (niet-lineaire) vergelijkingen met n-l onbekenden: 
Merk op dat a wegvalt uit dit stelsel. Indien vereenvoudigend wordt 
verondersteld dat 6 = 1  (lineare substitutiekost) dan herleidt (15) zich 
tot 
Het oplossen van stelsel (15) of  (16) via iteratieve methoden kan 
twee moeilijkheden opleveren: 
- er is niet voldaan aan beperkingen (14) 
- de iteratieve methode convergeert niet of  convergeert naar eel1 lo- 
kaal minimum of zadelpunt van de functie (12) 
Beide mogelijkheden worden via een aantal voorbeelden onderzocht 
en hieronder gerapporteerd. Voorbeeld : 
Beschouw eel1 beta-verdeling over het interval (0,1), gekarakteri- 
seerd door 2 parameters n en b.  Voor alle resultatell hieronder werd 
a = 1  veroildersteld en werd gebruik gemaakt van het software pak- 
ket Mathenlntica om het stelsel van niet-lineaire vergelijkingen op te 
lossen. lVergens trade11 coilvergentieprobleinen op  of problemen inet 
lokale minima of zadelpunten. 
1. Symmetrische beta-verdeling 
Bijvoorbeeld (a,b) = (2,2), zie Figuur 2. 
FIGUUR 2 
Sera (2,2)  -rlzc!~r!zerd 
FIGUUR 3 
GSK 
Voor het geval 17  = 2 moet enkel S,  bepaald wordell daar S, =  X,,  = 1. 
Figuur 3 geeft de gemiddelde substitutiekost GSK in functie van S, 
voor n = 2. Hoewel de fuilctie niet convex is, zijn er toch niet echt 
problemen te venvachten bij het berekenen van het (globaal) mini- 
nlum van GSK. In Tabel 3 worden de resultaten gegeveil voor n = 2 
en  = 5. 
2. Rechts-scheve beta-verdeling 
Bijvoorbeeld (a,b) = (2.5), zie Figuur 4. Figuur 5 geeft ook hies de 
gemiddelde substitutiekost GSK in functie van S, voor n = 2. Ook 
hiervoor zijn de optimale standaardmaten weergegeven in Tabel3. FIGUUR 4 
Brtn  (25)-cllclltl1erd 
FIGUUR 5 
GSK 
3. Extreem rechts-scheve beta-verdeling 
Bijvoorbeeld (a,D) = (f,2),  zie Figuur 6 voor de dichtheidsfunctie, 



























0.578  ; l 
0.297  ; 0.467  ; 0.626  ; 0.793  ;  1 
0.425  ; 1 
0.182  ; 0.305  ; 0.441  ; 0.622  ; 1 
0.283  ; l 
0.063  ; 0.195  ; 0.379  ; 0.626  ; 1 Indien toch een  verdeling f (X) gebruikt wordt metx,, = +W dan zijil 
twee benaderingen mogelijk: 
- men stelt S,, gelijk aan een I-edelijke  eindige waarde en verwaarloost 
de vraag x > S,, . In het geval van een normale verdeling voor x met 
gemiddelde p en standaarddeviatie o zou dit p + 30  kunnen zijn, 
- naast substitutiekosten wordt een kost q(s) in rekening gebracht voor 
het niet voldoen van de vraag .u  > S,,. In dat geval wordt ook S,,  een 
variabele die moet bepaald worden door het model. 
De eerste beiladering heeft het nadeel dat de waarde voor S,, vrij 
arbitrair moet worden vastgelegd tenvijl alle andere standaardmaten 
die bepaald worden via optimizatie zullen afhangen van de gekozen 
S,,.  Indien de kost q(x) kan bepaald worden, lijkt de tweede benade- 
ring te verkiezen. De  te minimaliseren functie (11) wordt dan vervan- 
gen door 
Als niet-linear stelsel wordt dan bekomen:  (18) 




a S  (S, -  X)&-'  f  (X)  dx  -  q(x)  f  (S,)  = Q  (20) 
Voor de lineaire substitutiekost wordt dit:  (21) 
voor i = 1,2,  ...  12-1: de vergelijkingen (16)  (22) 
voor i = n: a  [F(s,) -  F(s,-l)] -  q(s,)  f  (sn)  = Q  (23) 
Voor-beeld: 
Als voorbeeld van eel1 verdeling met onbegrensde X,, wordt voor f (X) 
de normale dichtheid gebruikt met p = 10 en o = 2. 
Neem volgende waarden voor de parameters: or  = 1,6  = 1  en q(s) = 
q, een vaste kost per eenheid ingeval niet voldaan wordt aan de  vraag. 
Vergelijkingen (16) en (23) geven nu de nodige optimaliteitsvoor- 
waarden. Zowel het GINO-pakket als Mathenzntica werden gebruikt 
om deze vergelijkingen op te lossen. GIN0  had voor geen enkel voor- 
beeld convergentieproblemen indien als startwaarde voor elke si de 
venvachte waarde van X werd gebruikt. Bij het gebruik van Mnthe- mnticn daarentegen divergeerden de waarden voor S, in een beperkt 
aantal gevallen; door verschillende startwaarden te gebruiken werd 
ook hier telkens het minimum gevonden. 
Tabel4 geeft de optimale oplossing voor 11  = 2 en 12  = 5 en voor 
diverse waarden voor q. 
TABEL  4 
Noin~nal  i.eldeelde lJi.nag 
opt. assortimerlt (n = 5) 
7.551 ; 8.722 ; 9.651 : 10.513 ; 11 397 
8.301 ; 9.723 ; 10.975 ; 12.341 ; 14.251 
8.420 ; 9.892 ; l1.2i5 ; 12.721 ; 15.062 
8.500 : 10.005 ; 11.381 ; 12.998 ; 15.741 
8.612 ; 10.168 ; 11.624 ; 13.425 ; 17.007 
8.680 ; 10.264 ; 11.772 ; 13.661 ; 18.022 
opt. assortiment jn = 2) 
1  7.755 ; 8.987 
5  10.111  ; 12.737  F  10  10.542 ; 13.698 
Hieruit kan geconcludeerd worden dat het eendimensioneel de- 
terministisch assortimentsprobleem, zowel discreet als continu, zeer 
efficient oplosbaar is met bestaande algoritmen en software. Uitbrei- 
ding naar het stochastisch geval geeft echter heel wat moeilijkheden. 
Bovendien heeft een stochastische vraag eerder zin bij een meerpe- 
rioden probleem. Een stochastische vraag impliceert immers auto- 
matisch voorraadvorming enlof tekorten en deze elementen kunnen 
slechts in het model opgenomen worden indien dit meerdere perio- 
den bestrijkt. Pentico (1974) formuleert toch het 66nperiode pro- 
bleem met stochastische vraag maar heeft bovendien nog een aantal 





IPI.  MET DETERMIWISTISCH TWEEDIMEWSIOWEEL 
PROBLEEM. 
10.845 ; 14.482 
11.302 ; 15.903 
11.594 ; 17.015 
Bij het tweedimensioneel assortimentsprobleem wordt de keuze van 
de standaardmaten bepaald door twee attributen diex eny zullen ge- 
noemd worden. Geconfronteerd met een vraag naar eel1 produkt, dis- 
creet of continu inx eny,  worden de standaardmaten (s,,t,),  (sat,) ...  (s,,,t,,) 
gezocht waaruit de  vraag (gedeeltelijk) kan worden voldaan en waar- bij de kosten, voornamelijk substitutiekosten, worden geminimali- 
seerd. Een ernstige moeilijkheid voor het ontwikkelen van eenvou- 
dige oplossingsprocedures is een gevolg van het niet o~dirzanl  kunnen 
rangschikken van de  gevraagde maten. Hierdoor is het niet meer mo- 
gelijk de vraag naar een eerder gerangschikt produkt te voldoen via 
een later gerangschikt produkt. Beschouw bijvoorbeeld rechthoekige 
platen met attributen  lengte en  br-eedte  waarbij de  vraag naar een plaat 
met (lengte, breedte) = (1,b)  kan voldaan worden uit standaardplaten 
met afmetingen (l,,b,) indien de voorwaarden l 51, en b I  b, vervuld 
zijn. Voor platen met afmetingen (6,1),  (4,3),  (3,2)  is een rangschik- 
king mogelijk tussen (4,3) en (3,2)  maar niet tussen (6,1)  en (4,3)  of 
(61)  en (3,2). 
A. Discrete iJraag 
Van  een  produkt  met  attributen  x  en  y  worden  de  inaten 
(x,,y,),  (x2,y2)  ...  (xMyN)  gevraagd in aantalleng,,g  ,...  g,.  Een belangrij- 
ke vraag is of de keuze van de standaardmaten ook hier moet beperkt 
blijven tot een keuze uit de gevraagde maten (x,,y,), i = 1...N. Om  het 
probleem duidelijk te stellen, geeft Figuur 8 een grafische voorstel- 
ling van vier gevraagde maten waarbij 2 standaardmaten moeten be- 
paald worden. 
FIGUUR 8 
Thag  mat  matell  (.x,y) Om  vraag (x,y) te voldoen uit standaardmaat (s,t) moetx  Is  eny 5 
t. Duidelijk is dan dat 66n van beide standaardmaten (x,y,)  zal zijn. 
Voor de tweede standaardinaat kan men zich beperken tot een keuze 
uit de drie restereilde gevraagde maten maar het is wellicht nuttig bij- 
komende maten te voorzien zoals bijvoorbeeld aangegeven wordt in 
Figuur 9. Standaardinaat (x,y,)  kan de vraag naar (x,,y,)  en (x,y,) 
voldoen terwijl (X,,&)  bijkomend ook de gevraagde eenheden van 
maat (x2,y2)  kan voldoen. Deze bijkomende maten zijn nuttig in het 
geval de attributen bijvoorbeeld lengte en breedte van rechthoeken 
zijn en  de substitutiekost functie is van het verschil in oppervlakte tus- 
sen standaardmaat en gevraagde maat. Voor een meer uitvoerige be- 
handeling van dit probleem en een praktische toepassing wordt ver- 
wezen naar Gochet en Vandebroek (1989). 
FIGUUR 9 
U~tgcbreld  nallbod siarldanrdmatcn 
4 
Voor de eenvoud van notatie wordt een gevraagde maat (x,y,)  kort 
genoteerd als v,  ieV = (1,2  ...  N]  terwijl W,, j&  = (1,2  ...  T],  de verzame- 
ling is van maten waaruit de standaardmaten kunnen gekozen wor- 
den. De substitutiekost kan nu, zoals in het eendimensioneel geval, 
voorgesteld worden door cp(v,w,). 
Een geheeltallig lineair programina, volledig analoog met het een- 
dimensioneel geval, ziet er dan uit als volgt: met  aij = l  i E V 
j=1 
Qij  5 ,P,  i€Ji,j€ E 
;€v 
a;,  ,  pj binair 
In het geval rnaat v,  niet kan voldaan worden door standaardmaat 
W, kan cp(v,,w,)  zeer groot gekozen worden of, beter nog, de variabele 
q, niet opgerlomen worden in het model. Alie 'vedcnkinge~~  die bij het 
eendimensioneel formulering geuit werden, zijn ook hier van toepas- 
sing. Zeker geldt ook hier dat dit model slechts bruikbaar is voor pro- 
blemen met een beperkt aantal verschillende maten in de verzame- 
lingen V en E. 
Dit model wordt geillustreerd aan de hand van 2 voorbeelden. 
In Figuur 10 worden 25 maten voorgesteld die gegenereerd werden 
met lengte tussen 10 en 100 en breedte tussen 10 en 80. De getallen 
onder de rechthoekjes venvijzen naar de  vraagg, tenvijl de rechthoek- 
jes zonder getal de bijkomende maten zijn die de verzameling E uit- 
malten. E bevat hier 85 maten waaruit de standaardlnaten kunnen ge- 
kozen worden. Figuur 11 is analoog maar hier werd er een sterke po- 
sitieve correlatie opgelegd tussen de lengte en de  breedte van een ge- 
vraagde maat. Ook in dit geval is N = 25 maar de verzameling E be- 
vat hier slechts 37 verschillende maten. Figuren 12 en 13 geven de- 
zelfde rechthoeken als de Figuren  10 en 11 maar nu werd aan de 
rechthoeken eenvolgnummer toegekend om de resultatell op een een- 
voudige manier te kunnen rapporteren. FIGUUR 10 
Mogelzlke staaizdanidrnnteiz, N = 25, T = 85 
-p-  -- 
pp 
FIGUUR 11 
~Mogelijke  stai1dnal.drnntei7; IV  =25, T = 37, 
ste~ke  positieve covelatie 
E  l 
0  _ 
10  20  311  40  50  60  70  80  90  LOO  I10 FIGUUR 12 
1\40gelzjke  stai~daarzlmate?~.  N  = 25.  T  = S5 
FIGUUR 13 
hfogelijke staizdaardrnate?~;  N = 25,  T  = 37, 
sterke positiei~e  coixlatie aBbel5 geeft de resultaten voor het voorbeeld met 85 maten waar- 
bij het aantal toegelaten standaardmaten varieert van n  = 1 tot n = 
10. Telkens werd de sterke vorm van de LP-relaxatie opgelost en en- 
kel voor 11 = 9 was de  LP-oplossing fractioneel. E6n vertakking in een 
vertak-en begrensmethode volstond om de geheeltallige oplossing te 
vinden. Op  dezelfde wijze worden de resultatell van het probleem met 
gecorreleerde attributen weergegeven in Tabel 6. Alle LP-relaxaties 
gaven geheeltallige oplossingen in dit voorbeeld. 
TABEL  5 
LP-oploa~lrzg,  N = 25. T = S5 
optimaal assortiment 
3  7 
18 ; 37 
18 ; 31 ; 37 
4 ; 18 ; 31 ; 37 
4 ; 18 ; 20 ; 31 ; 37 
4  ; 18 ; 20  ; 31 ; 33 ; 37 
4 ; 14 ; 18 ; 20 ; 31 ; 33 ; 37 
4 ; 14 ; 18 ; 20  ; 27 ; 31 ; 33 ; 37 
4 ; 14 ; 18 ; 20 ; 27 ; 31 ; 33 ; 34 ; 37 
4  ; 7 ; 14 ; 18 ; 20 ; 27 ; 31 ; 33 ; 34 ;37 
optimaal assortiment 
8  5 
75  ; 76 
41 ; 75:  81 
30 ; 49 ; 75 ; 76 
30 ; 49 ; 59  ; 75 ; 76 
13 ; 41 ; 49  ; 59 ; 75  ; 76 
13 ; 41 ; 47 ; 49 ; 62 ; 72 ; 76 
7 ; 20  ; 41 ; 47  ; 49  ; 62 ; 72 ; 76 
7 ; 20 ; 35 ; 41 ; 49 ; 59 ; 62  ; 72 ; 76 























TABEL  6 
LP-oplossirzg, N = 25, T = 37 
substitutiekost 
LP-relaxatie  geheeltallig 
in'~asl3 
----'  7822313 
3318782  3318782 
2256803  2256803 
1511314  1511314 
1123164  1123164 
855632  855632 
663251  663251 
502053  502053 
382099.7  382292 
286776  286776 
substitutiekost 










182921 Meer efficiente formuleringen gebaseerd op dynamische program- 
mering zoals voor het Undimensioneel geval zijn niet voor de hand 
liggend. Dit is een gevolg van het hoger aangehaalde probleem dat 
de maten niet ordinaal te rangschikken zijn. In sommige gevallen mag 
verondersteld worden dat de optimale keuze van de standaardrnaten 
geordelzd zal zijn. Hiermee wordt een verzameling standaardmaten  W, 
= (sI,tI),w2 = (sat2)  ,...  W,, = (s,,t,,) bedoeld waarvoor geldt dat  S, I S, 
5 S,..<  S,, en  f,  I t:, I t3..I  t,,. Een dergelijke verzameling maten wordt 
geillustreerd in Figuur 14. Hoewel men nooit a priori zeker kan zijn 
dat een optimale keuze van standaardmaten geordend zal zijn, is deze 
veronderstelling redelijk indien aan volgende twee vooiwaarden vol- 
daan is 
- de correlatie tussen beide attributen is sterk positief 
- het aanta!  te kieze~~  standaardmaten M  in (zeer) klein in verge- 
lijking met het aantal gevraagde maten N. 
FIGUUR 14 
Eel1 geordeide verznnzebng stnizdaardrnatei~ 
Voor een toepassing waarbij aan deze 2 voonvaarden voldaan is, 
wordt venvezen naar Diegel en  Bocker (1984). 
Het voordeel van geordende standaardmaten is dat opnieuw een 
efficiente formulering op basis van dynamische programmering mo- 
gelijk wordt. Deze formulering gebruikt de uitgebreide verzameling E  = {w,,w~..vv  I  inet gi  = 0 indien wi eel1 inaat is waarvoor er geen 
vraag is, zie bijvoorbeeld (x,y,) en (x,y,) in Figuur 9. 
Er wordt verondersteld dat E gerangschikt is zodanig dat S, I  s2 
.  .  <...S, en ti  5 ti+, indlen si = S,,,.  Toegepast op de rechthoeken uit Fi- 
guur 9 geeft dit 
E = {wl = (21,~1),wa  (22,~2),~3  = (23,313)) 
W4 = (23,  YI),  20.5 = (23, ~2),  w6 = (23,  ~4)) 
Eaat verder 
R(rr!;) = {m, E  E  : S,  < S?  en  tj 5 t;) en S1(w;, W,)  = O(wi)\R(w,). 
In Figuur 9 is Q(w,)  = (w,,w,w,l  en R(w,,w3) = /w,,w,J. Stel ten- 
slotte @,(W,): de miniinale kost om de vraag te voldoen van alle een- 
heden in Q(w,)  indien z standaardmaten worden toegestaan. Indien 
enkel substitutiekosten worden beschouwd, dan geldt: 
Deze recursieforinule wordt berekend in de volgorde 
waarbii 
Indien de waarde van II  niet a priori wordt bepaald en bijvoor- 
beeld een vaste kost per bijkomende standaardinaat wordt opgelegd, 
dan is @(wi):  de minimale kost om de vraag te voldoen van alle een- 
heden in R(w,)  : 
De berekeningen gebeuren in de volgorde w,,w,  ...  W,. 
Bovenstaande voorbeelden met 85, respectievelijk 37, maten in de 
uitgebreide verzameling werden opgelost onder de  beperking van een 
geordende keuze van standaardmaten. De resultatell zijn te vinden in Tabel7 en Tabel S; deze resultaten werden bekomen m.b.v. een pas- 
cal-progsamma. De kolom % \,er-schil geeft het procentueel verschil 
t.0.v. de optimale oplossing die in Tabel 5 en Tabel 6 werd weerge- 
geven. Zoals intuitief kan venvacht worden, neemt over het algemeen 
het procentueel verschil toe met toenelnende waarden van 11:  voor 
(zeer) kleine verhoudingen II/N  zal de beperking van een geordende 
keuze van de standaardmaten procentueel geen a1 te grote afwijkin- 
gen geven van een optimale keuze zo~lder  beperkingen. Dit is nog 
meer het geval indien de attributen positief gecorreleerd zijn. 
TABEL  7 
C-eorrle~z~!e  standc~ardmcte!z,  N = 25, T = 85 
/  n  /  Lost  1  %verschil  /  geordende standaardmaten 
De  resultaten voor de gegevens met sterk gecorreleerde lengten en 
breedten volgen dan in Tabel S. Merk op dat voor 11  = 1,2  ...S toch de 
optimale oplossing bekomen werd ondanks de beperking van geor- 
dende standaardmaten aangezien ook de optimale oplossing geor- 
dend was. 
Indien de  veronderstelling van een geordende verzameling stan- 
daardmaten niet verantwoord is en het probleem te groot is voor de 
lineaire programmeringsbenadering, dan is een heuristische metho- 
de wenselijk. Voorbeelden hiervan zijn te vinden in Page (1975) en 
Gochet en Vandebroek (19891, waar heuristieken worden voorge- 
steld die gebaseerd zijn op dynamische programmering. Indien de standaardmaten kunnen versneden worden in verschil- 
lende kleinere maten moet het assortimentsprobleem gecombineerd 
worden met het versnijdingsprobleem. Hierover zijn volgende publi- 
katies verschenen: Chambers en Dyson (1976), Diegel en Bocker (1984), 
Beasley (1985), Yanasse et al. (1991), Agrawal (1993) en Vasko en 
Wolf (1994). De hierin voorgestelde benaderingen zijn enkel bruik- 
baar vsor kleinere problemen met uitzondering van de benadering 
voorgesteld in laatstvernoemde publikatie. 
TABEL  8 
Geol-derzde stnndaal-dmaten, iV  = 25, T = 37 











%verschil  I  geordende standaardmaten  I 
Een continue vraag over twee attributen vereist een functie f (x,y) met 
f (x,y) 2 0 en 
Beide attributen  X  en y kunnen op een intervalschaal worden ge- 
meten waarbij attribuut  X in waarde kan varieren tussenx, enx,,,  attri- 
buuty tusseny, eny,,. De proportie van de totale vraag inetx, <X,  <X 
<X,  <X,,  eny,<y, <y iy,  iy, is E:  1:  f(x,y) dyh.  In de meeste toe- 
passingen zal de vraag dusdanig zijn dat de attributenx eny gecorre- leerd zijn. Bivariaat normale, lognormale en beta-verdelingen kun- 
nen hierbij gebruikt worden. De grote moeilijkheid bij deze proble- 
men ligt echter in het uitschrijven van de gemiddelde substitutiekost 
per gevraagde eenheid, althans indien geen veronderstelling wordt ge- 
maakt omtrent de aard van de optimale standaardmaten. Om dit te 
illustreren wordt in Figuur 15 een vraag ondersteld met  X, 5 X  5  X,,  en 
y, 5 y 5 y,, zonder verdere specificatie van f (x,y).  Voor de vier stan- 
daardmaten (s,,t,),  (sat2), (s,t,),  (s,t,)  = (x,,,y,,)  is het vrij ingewik- 
keld om de dubbele integralen van de substitutiekost neer te schrij- 
ven en het is duidelijk dat dit quasi onmogelijk wordt indien a priori 
niets geweten is over de ligging van de standaardmaten. 
FIGUUR 15 
Continue vrnng nzet vier stai~daardmnten 
Indien bijkomende voorwaarden worden opgelegd, bijvoorbeeld 
een geordende keuze, dan wordt continue optimizatie we1 mogelijk. 
Veronderstel dat de geordende maten (s,,t,),  (s,t,)  ...  (S,,  t,,) wor- 
den gezocht met substitutiekosten van de vorm 
X  y)  (S  t)  voor  S;-l < X  < S;  en  y 5 t  (33) 
of  t;-l  < y  5 t;  en  X 5 S;  (34) 
In dit geval kan de gemiddelde substitutiekost per eenheid geschre- 
ven worden als met  S, =  X, ,S,  =  x,,t, =  yl en t, =  y,,. Het minimaliseren van GSK is in 
dit geval uiteraard complexer dan in het kendimensioneel geval en spe- 
cifieke software zal vermoedelijk vereist zijn voor het efficient oplos- 
sen van dit probleem. 
Wellicht is het aangewezen, zeker als de veronderstelling van ge- 
ordende standaardmaten niet redelijk is, om het continue probleem 
discreet te benaderen en de  methoden uit vorige paragraaf toe te pas- 
sen. 
IV.  BESLUIT 
De ken- en tweedimensionele discrete assortimentsproblemen kun- 
nen optimaal opgelost worden via geheeltallige lineaire programme- 
ring indien het aantal beschouwde maten niet te groot is. Grote pro- 
blemen kunnen meestal efficient opgelost worden via dynamische pro- 
grammering. Hiervoor moet de substitutiekost we1 aan bepaalde voor- 
waarden voldoen en moeten, voor het tweedimensionele probleem, 
bijkomende veronderstellingen worden gemaakt over de gewenste po- 
litiek. Zo  werd er aangetoond hoe de optimale verzameling van geor- 
dende standaardmaten eenvoudig kan bepaald worden m.b.v. dyna- 
mische programmering. 
Indien de vraag continu is, moet een stelsel van niet-lineaire ver- 
gelijkingen worden opgelost om de optimale standaardmaten te be- 
palen. Mier is het mogelijk dat suboptimale oplossingen worden be- 
komen doordat meerdere oplossingen van het stelsel mogelijk zijn. 
Vooral bij deze problemen zal de software die voorhanden is om der- 
gelijke stelsels op te lossen grenzen opleggen aan de maximale groot- 
te van het probleem. REFERENTIES 
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